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Die vorliegende Arbeit ist der letzte von drei Teilen einer Untersuchung 
endlicher Gruppen G, deren verallgemeinerte Fittinguntergruppe des Zen- 
tralisators H = C,(z) einer Involution x das direkte Produkt einer elementar- 
abelschen 2-Gruppe E # 1 mit einer extraspeziellen Gruppe F mit F’ = (z> 
ist. Diese Fragestellung ergibt sich aus der Arbeit “Einige Gruppen vom 
Charakteristik 2-Typ” [7]. Der Hauptsatz aus [7] liefert unter (iv) (vii) vier 
vereinzelte, d.h. nicht in Serien vorkommende miigliche Zentralisatoren E-l mit 
kleiner Weite von F. Der Fall (viii), der einzige, der mit einer Serie solcher 
Zentralisatoren H konfrontiert und in den Gruppen Sp(w(F) + 4, 2) realisiert 
ist, ist von Stephen Smith behandelt worden. Der erste Teil dieser Arbeit 
bestimmt G im Falle w(F) = 3 und H/F*(H) z A, , hier ist G isomorph zu 
Co, x Earn und z nichtzentral in G. Der zweite Teil beschaftigt sich nut 
w(F) = 4 und H/F*(H) E Sp(6,2) und zeigt Oa(G)/Z(O*(G)) g Fa(2). Da 
die Ordnung der Gruppe E nicht beschrankt ist, kommt es in diesen beiden 
Teilen im wesentlichen darauf an, die einfachen Gruppen Co, bzw. F,(2) durch 
den Zentralisator einer Involution vom Typ z zu charakterisieren. Die sich 
anschliebende Induktion nach j E / ist leicht durchzufiihren. 
Der vorliegende Teil untersucht Zentralisatoren H mit w(F) = 4 und Q,~ (2) < 
H/F*(H) < (L?,-(2) x Z&Z, Der Hauptsatz aus [7] lnl3t zwar unter (vi) und 
(vii) nur H/F*(H) e O,-(2) bzw. (Q,-(2) x Z,)Z, zu, aber unter Einbeziehung 
der beiden anderen oben angegebenen Falle fur H/F*(H) lauft die Induktion 
reibungsloser. Mit cincr Charakterisation der einfachen Gruppen U,(2), M(22), 
und M(23) von Parrot [6] bleibt lediglich ein Induktionsmechanismus zu suchen. 
Der erste der zwei Abschnitte dieser Arbeit beschaftigt sich h&nit. 
Neben weiteren Charakterisationen von M(22) und M(23) durch Hunt [3, 43‘ 
wird wegen des haufigen Auftauchens von Standarduntergruppen in G, deren 
Zentralisatoren einen beliebig groRen 2-Rang haben kannen, vor allem eine 
Arbeit von Aschbacher und Seitz [I] oft benutzt, urn G zu bestimmen. 
44 
0021-8693/80/090044-17$02.00/O 
Copyright 0 1980 by Academic Press. Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
EINE CHARAKTERISIERUNG VON F,(2) GRUPPEN, III 45 
Satz C dieser Arbeit sagt, dalj die Gruppe G”/Z(G”) isomorph zu U,(2), 
M(22) oder M(23) ist. Insbesondere ist hier G keineswegs grundsatzlich vom 
Charakteristik 2-Typ, wie die Gruppen IM(22) und M(23) zeigen. 
Das Ziel des dritten und letzten Teils dieser Arbeit ist der Beweis des 
folgenden Satzes 
SATZ C. Sei G eine endliche Gruppe, z eine Involution aus G und H = C,(z). 
Sei Q = F*(H) = F x E mit F extraspeziell der Weite 4, F’ = (z> und E 
elementar-abelsch der Ordnung 2”, n > 1. Weiter sei L+-(2) < il = H/Q < 
(Qe-(2) x Z,)Z, , ‘dabei meine flz (G,-(2) x ZJZ, die eindeutig bestimmte 
Gruppe mit C, (O,(g)) = H’ g L’,-(2) x Z, und JT/O,(i7) s O,-(2). 
L?s sei Q/Z(Q) als H”-Modul der natiirliche PSU(4,2)-Modul. SchlieJlich sei 
[Z(Q), H”] = I, und im Fall O,(R) + 1 sei [Z(Q), O,(f7)] # 1. 
Ist z $ Z*(G), so liegt einer der folgenden Falle vor: 
(a) G/O,(G) z M(22), O,(G) = Z(G) z E,,-1 . 
(b) G/O,(G) s M(23), O,(G) = Z(G) g E,,-2 
(c) G enthalt e&en Normalteiler G, mit O,(G) < G, , G,,/O,(G) c U,(2) 
und G/O,(G) < Aut(U,(2)). Weiter ist Z(G,,) = O,(G) z Ezn. 
Der Beweis des Satzes wird iiber eine Induktion nach / Z(Q)/ gefiihrt. Die 
Minimalfalle O,(n) = 1, Z(Q) s E4 bzw. O,(H) + 1, Z(Q) g E8 sind im 
wesentlichen von Parrot [6] bereits behandelt, hier erhalt man unter anderem die 
kleinen einfachen Fischergruppen M(22) und M(23). Fusionsergebnisse von 
Stroth [7] liefern unter Ausnutzung der genauen Struktur von g in Z(Q) stets 
eine Hyperebene R mit Co(R) > Cn(R)O(C,(R)). Damit impliziert der 
Hauptsatz aus [7] bereits schon, daB G nicht vom Charakteristik 2-Typ ist. 
Mittels einer Induktion erhalt man dann eine Standarduntergruppe A mit 
A/Z(A) g U,(2), M(22) oder M(23) in G. Da H bereits eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G enthalt, und nach Aschbacher und Seitz [l] die Gruppe G fur 
m,(C,(A)) > 1 bekannt ist, liefern die bekannten Charakterisierungen der 
kleinen Fischergruppen von Hunt [3, 41 und ein Transferlemma von Yoshida 
die Behauptung des Satzes. 
Wir stellen zunachst eine Liste der benutzten Resultate auf. 
SATZ 1 (Parrot [6]). Sei G eine endliche Gruppe, z eine Involution aus G, sei 
II = C,(z) und Q = F*(H). Sei C,(Q) < Q und x $ Z*(G). 
(a) Sei Q extraspeziell der Weite 4. Ist H/Q g Qn,-(2), so ist G z U,(2). 
Ist H/Q z O,-(2), so besitzt G eine Untergruppe G,, vom Index 2 mit G,, g U,(2) 
und G < Aut(G,). 
(b) Sei Q das direkte Produkt einer extraspeziellen Gruppe der Weite 4 
mit einer Gruppe der Ordnung 2, so day Q’ = (z). Ist H/Q s O,-(2), so ist 
entmeder G g M(22), oder es gibt eine Involution .q E Z(Q)\(x) und eine Unter- 
gruppe G1 vom Index 2 in G mit <zl) Q G, G,/(z,) s U,(2) und G < Aut(G,). 
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(c) Sei Q das direkte Produkt einer extraspeziellen Gruppe der Weite 4 mit 
einer Vierergruppe, so daJ Q’ = (z>. Sei i? = H/Q z (Qe-(2) x Z&Z, mit 
C&O,(a)) = H’ z JJ6-(2) x 2, und fflO,(fl) z O,-(2). Sei weiter 
c ,,,z,(O,(~>) = 1. D arm ist entweder G z M(23), oder esgibt in Z(Q) eine Unter- 
gruppe R vom Index 2 mit R 4 G und G/R E Aut( U,(2)). 
SATZ 2 (Hunt [3,4]). Sei G eine end&he einfache Gruppe mit Involution z 
und H = C,(z). Sei z E II’. Ist H/(z) z U,(2), so ist G s M(22). Ist H/(z) e 
M(22), so ist Gz M(23). 
Man beachte hierbei, daD nach [2] nur ein Isomorphietyp einer perfekten 
zentralen Erweiterung von U,(2) durch 2, existiert. 
SATZ 3 (Aschbacher, Seitz [l]). Sei G eine endliche Gruppe mit O(G) = 1. 
Es sei A eine Standarduntergruppe in G, wobei die Gruppe A/Z(A) aus der Liste 
der bekannten einfachen endlichen Gruppen sei. Ist m,(C,(A)) > 1, so ist entweder 
A 4 G, oder (AC) ist eine (im wesentlichen) bekannte einfache Gruppe. 
Erfiillt G die Voraussetzungen von Satz C, und ist A eine Standardunter- 
gruppe in G, so da13 G, A die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillen, so zeigt die 
Struktur von H, daB (AC) nicht aus der Liste der in Satz 3 vorkommenden 
einfachen Gruppen sein kann, und es folgt G = No(A). 
LEMMA 4 (Yoshida [ll]). Sei S eine Sylow 2-Untergruppe der endlichen 
Gruppe G, setxe 2 = s2,(Z(S)). Ist 2 g S’ und ZS’jS’ zyklisch, so ist 2 $ G’. 
Sei fir (G,-(2) x Z3)Z2; d iese Schreibweise habe immer die Bedeutung wie 
in Satz C angegeben. Die folgenden Bemerkungen listen einige Eigenschaften 
der Gruppe ff sowie ihrer Darstellung auf dem natiirlichen PSU(4,2)-Modul 
& = Q/Z(Q) auf, die man in [5, 61 finden kann. Insbesondere wird die Dar- 
stellung einer Sylow 2- und einer Sylow 3-Untergruppe von tf auf & explizit 
angcgeben, hierbei sei auf [9] verwiesen. 
Bemerkungen. (1) Sei also Hr (J&-(2) x Z,)Z, und & der natiirliche 
PSU(4,2)-Modul. Es ist w” g Q,-(2) s PSU(4, 2). Der orthogonale Raum Q 
von maximalem Index ist mit einer quadratischen Form 4 und einem sym- 
plektischen Skalarprodukt ( , ) ausgestattet. Sei S = (e, ,..., es} eine Basis von 
& mit beztiglich 4 anisotropen Vektoren ei , i = l,..., 8, und mit (ezi-i , e2J = 1, 
i=l ,.. ., 4, (ej , e,) = 0 sonst. Beztiglich dieser Basis B stellen wir f7 auf & dar. 
Dazu setzen wir 
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Das Erzeugnis der hier definierten Elemente aus O,+-(2) ist isomorph zu H. 
Setze T,, = (t, u, a, , a2 ,6,, b,), T = T,,(v) und P = (cy, ar, c). Dann ist 
To E Syl,(a’), T E Syl,(R) und P E Syl,(fT), weiter (a> = O,(R). In T gelten die 
Relationen 
t2=u2=v2=1, ai2=bi2=t, i= 1,2, 
Ial , ~1 = [a, , ~1 = ala2 , [b, , 4 = [b, , u] = b,b, , 
[ai , h] = t, [ai , ~1 = t, Pi, ~1 = aj, i= 1,2, 
alle anderen Kommutatoren der Erzeugenden von T sind trivial. Es ist Z(T) = 
Z( To) = (t), Z,(T) = (t, ala2). In T gibt es genau 4 Untergruppen isomorph zu 
E r6 , ntimlich El = (t, u, ala2 , b,b,), E, = (t, u, ala2 , o), Es = (t, ala2 , 
ub,b, , vaJ und Ed = {t, a,a, , a,b,b, , uv> mit El < T,, , I$ < T,, , i = 2, 3, 4, 
und El + E, + E4 + El , E, N Es in a. 
(2) Die Gruppe R” besitzt genau 2 Klassen von Involutionen mit Ver- 
tretern t und tu. Es ist t zentrale Involution mit 1 Cg(t)l = 26 . 32, 
/ CR(t) : Cg(t)l = 6, und es ist tu nichtzentrale Involution mit / Cg(tu)I - 
25 . 3, / CR(k) : Cg(tu)l = 6. Weiter gibt es in i7\11” genau zwei Klassen von 
Involutionen mit Vertretern v  und uv und / C,(v) = 25 . 32 . 5, / C,(zlv)I =- 
2” 3. 
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ES ist 1 fi / = 2’ . 35 . 5 und m,(g) = 4. Unter Nan(El)/El g A, zerlegt sich 
Er in 2 Bahnen, die 5 Involutionen vom Typ t bzw. 10 Involutionen vom Typ tu 
enthalten. Sei t, eine Involution aus Ng(E,)\E, und t, eine Involution aus 
N~(El)\N~~(E1). Dann ist CEl(tl) g E4 und CEI(ta) z E, . 
In der Darstellung auf Q gilt 1 C&t)1 = 26, und Co(tu) ist total isotroper Raum 
der Dimension 4 mit C,(tu) = C~(Er), weiter ist / Cd(&)] = 22 fur i = 2, 3, 4. 
(3) Es ist P,, = (01~) c> z 2, { 2, eine Sylow 3-Untergruppe von P 
mit J(P,) = ( ~1,012 3 4 EZ Ew , c3 = 1 und P = P,, x (LX). In R” gibt es genau 
3 n-Klassen von Elementen der Ordnung 3 mit Vertretern c~i , a2cy3 und CL+!+X~ , 
weiter ist LY~CX~OL~ in fi” nicht zu seinem Quadrat konjugiert. Die Sylow 2-Unter- 
gruppen van c&l)y cB(oI2o13h und C~(oiro12013) sind vom Typ D, bzw. E4 und Qs , 
weiter ist (t, u, v) g E, eine Sylow 2-Untergruppe von Ns(a2cxa)). Insbesondere 
besitzt i!i” kein Element der Ordnung 3, das in R eine Untergruppe isomorph zu 
E8 zentralisiert. 
Jede Untergruppe von P,, der Ordnung 9 enthalt ein R-Konjugiertes von 01~ 
oder 01~01~01~ . 
Sei R < R”, R s Es und 2/l Cp(R)J. Dann ist offenbar R N R,, = 
(011 9 OI~CG& E Sy13(C&t)). Es ist (t, u) z Ed bzw. (t, u, v) z E8 eine Sylow 
2-Untergruppe von N,“(R) bzw. N,(R). 
(4) Unter R” sind alle 135 isotrope und alle 120 anisotrope V-ektoren aus 
& konjugiert. 
(5) Sei I/ < R” mit V s E4 . Wir wollen zeigen, da8 ) C,( V)I < 2” gilt- 
Sei also 1 Co(V)\ > 2* angenommen. Dann enthalt offenbar l/# nur zentrale 
Involutionen aus R”. Sei 0.B.d.A. I/ = (t, x) mit t N x N tx. Es ist &,, = 
(e e l 7 T es8 y e3e5 y 4 6 e e ) ein maximal isotroper Unterraum von Cd(t) := (er , e, , 
e3e5 , e,e, , e7 , es) mit [&, , El] = 1. Weiter operiert Ng(E1)/E1 g A, transitiv 
auf der Menge der Involutionen und der Menge der Hyperebenen in Co(E,) = 
&, . Setze c = C,(P). Nach Annahme ist / c I 3 25, es folgt / c n Q0 1 >, 23. 
Weiter ist &r = (eaes , e,e, , e4ea) eine Hyperebene in &, mit Cg-(&r) = E, Da 
E, jede Hyperebene in Q0 zentralisiert, folgt C&c n &,) = E, , also I/ = 
(t, x) < El . Aber in El gibt es keine Viereruntergruppen, die nur zentrale 
Involutionen enthalten. Das ist ein Widerspruch. 
(6) Es ist Co(~lr) = 1, weiter ist C -(a (y. . o 2 3) die orthogonale Summe zweier 
hyperbolischer Ebenen aus Q und C -( o 01~01~01~~) ein anisotroper Raum der Dimen- 
sion 2. 
DEFINITION. Sei zg = x, sei D ein Element der Ordnung 3 aus H, = C,(x) 
und y  ein Element der Ordnung 3 aus H/Q. 
Wir sagen o ist vom Typ y, falls es ein h E H, gibt mit ygh = uQ, , wobei 
Qz = F*(H,) = p gesetzt sei. 
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1. VORBEREITENDE ERGEBNISSE 
Im folgenden erfiille G stets die Voraussetzungen von Satz C. Es sol1 gezeigt 
werden, daf3 es in Z(Q) immer Involutionen t und Hyperebenen R gibt mit 
G(X) 1 C,(X) O(~,(X)), x E (4 RI. 
LEMMA 1.1. Es ist z 2-zentral in G mit .zG n Z(Q) = {xl # zG n C,(Z(Q)). 
Beweis. Sei g E G mit zg = z1 G?(Q). Es folgt g ~Nc(co(Z(Qz))). Mit 
W = O,(G(Z(Q>>) istg E H, 1 a so z1 = z. 1st S eine Sylow 2-Untergruppe von 
H, so ist Z(S) < Z(Q). Also ist x 2-zentral in G. 
Sei ZG n C,(Z(Q)) = {z}. Dann existiert ein g E G mit .a? = x E H\C, C = 
C&‘(Q)), ) H: C I2 = 2. S ei x1 E Z(Q) mit ZI = [x, xi] # I, sei weiter q1 E Q 
mit 1 # q = [x, qJ $2(Q), so daf3 die Gruppe (v, q) r E4 in C,(X) liegt. Mit 
x - xu - xq - xvq liegen XZ), xq und xvq nicht in Cg. Es folgt rq E 0. Mit 
x == 2~ E CQ ergibt sich der Widerspruch xvq E 0. 
LEMMA 1.2. Ist zG n Q g Z(Q), so gibt es immer ein t E Z(Q)+ mit C,(t) > 
Cff(t) o(wt)). 
Beweis. Es sei Cc(t) = CH(t) O(C,(t)) fur alle t E Z(Q)* angenommen. Sei 
R eine Untergruppe vom Index 2 in Z(Q), sei t eine Involution aus R. Sei 
XE C,(R) < Cc(t) = CH(t) 0(&(t)). D ann hat x eine Darstellung x == hk mit 
h E C,Jt) und k E O(C,(t)). Fiir alle r E R gilt somit (P)-lh = Ark-l E H n 
O(C,(t)) = 1, also K, h E C,(R) und x E C,(R)(O(C,(t)) n C,(R)). Weiter ist 
mit C,(R) < Cc(t) d ann O(C,(t)) n C,(R) < O(C,(R)). Es folgt C,(R) = 
C,(R) O(C,(R)) fur alle R mit 1 Z(Q) : R / = 2. Da G die Voraussetzungen des 
Hauptsatzes aus [7] erfiillt, erhalt man mit dem eben gezeigten und mit 
.zGnQgZ(Q), d a f3 nur die SchluBfolgerungen (v) und (vi) dieses Satzes auf G 
zutreffen konnen. Also ist entweder H/Q z O,-(2) und C,(Z(Q)) = N’Q oder 
H/Q E (J&-(2) x Z&T, , C&(Q)) = ff”Q und [O,(H/Q), Z(Q)] z C, . 
Wir benutzen weiter [7]. Die Voraussetzungen von Satz 2.11 und Lemma 2.13 
dieser Arbeit sind erftillt. Also gibt es ein a E Q\Z(Q) mit z E Q,, = F*(C,(a)) 
und z $ Z(Qn). Dann ist offenbar / QZa : Qa n H 1 = 2. In H/Q gibt es keinc Invo- 
lutionen vom Typ b, in ihrer Darstellung auf dem natiirlichen O,-‘-(2)-Modul 
Q/Z(Q). ES fdgt Z(H) < C,(Qn n H) = Z(Q&). 1st t E Z(H) n Z(QJ, SO 
folgt mit Q0 ,( Cc;(t) und unserer Annahme CJt) = CH(t) O(C,(t)) fiir alle 
t E Z(Q)” dann t = 1, also Z(H) = (z). 
1st H/Q z O,-(2). so muB somit Z(Q) z E4 gelten. Mit Satz 1 .b ist G bekannt, 
und Z(Q) besitzt eine Involution t, die unsere Annahme verletzt, ein Wider- 
spruch. 
Sei also H/Q z (K&-(2) x ZJZ, und [O,(H/Q, Z(Q)] z Ed. Im Beweis von 
Satz 4.7 aus [7] wird gezeigt, daB in dieser Situation [H, Z(Q)] s E4 gilt. Mit 
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Z(H) g 2, ist also Z(Q) z Es . Satz 1.c liefert wieder einen Widerspruch zur 
Annahme Cc(t) = CM(t) O(C,(t)) fur alle t E Z(Q)“. 
LEMMA 1.3. O(G) = 1. 
Beweis. Sei O(G) > 1. Nach Lemma 1.1 gibt es ein x aus C,(Z(Q))\{z} mit 
z N X. Die Involutionen a und x operieren fixpunktfrei auf O(G), also erhalt man 
mit der Fixpunktformel (XC) < C,(O(G)) = C. Es ist also H n C ein nicht- 
trivialer Normalteiler von H, der x nicht enthilt. Die Struktur von H liefert 
H n C < Z(Q), also x E Z(Q). Mit Lemma 1.1 ist das ein Widerspruch. 
LEMMA I .4. Sei Cc(t) = CH(t) O(C,(t))fiir alle t E Z(Q)+. Dunn kontroZZiert 
H die Fusion in Z(Q). 
Beweis. Sei t E Z(Q)” und g E G mit tQ E Z(Q). Nach Voraussetzung ist Q 
Sylow 2-Untergruppe sowohl von O,,,,(C,(t)), als such von O,,,z(Cc(tg)). Somit 
gibt es ein h E 02,,2(CG(tg)) mit ph = Q. Wegen Q’ = (a) ist gh E H, also folgt 
mit t@ = tg die Behauptung. 
LEMMA 1.5. Sei H/Q s O,-(2) und Z(Q) g E4. Dunn ist entweder G e 
M(22), oder es gibt einen Normalteiler G, vom Index 2 in G mit Z(G) < G,, , 
G,/Z(G) s-x u,(2), Z(G) ei Z, und G/Z(G) < Aut(Us(2)). Insbesondme existiert 
ein t E Z(Q)# mit C,(t) > CH(t) O(C,(t)). 
Beweis. Das ist die Aussage von Satz 1.b. 
LEMMA 1.6. Sei H/Q E (l&-(2) x ZJZ, und Z(Q) E E, . Dunn ist entweder 
G s M(23), oder esgibt einen Normalteiler G, vom Index 6 in G mit O,(G) < G,, , 
G,/O,(G) s U6(2), O,(G) s E4 und G/O,(G) z Aut( U,(2)), weiter Z(G) = 1. 
Insbesondere existiert tin t E Z(Q)+ mit C,(t) > CH(t) O(C,(t)). 
Beweis. Das ist die Aussage von Satz IX, hierbei beachte man, da0 nach 
Voraussetzung O,(H/Q) auf Q/(z) fixpunktfrei operiert, denn Q/Z(Q) ist ein 
irreduzibler H”-Modul und [O,(H/Q), Z(Q)] # 1. 
LEMMA 1.7.a. Sei 1 # R ,< Z(Q). Dann gilt N,(R) = C,(R) N,(R). 
Beweis. Mit [Z(Q), H”] = 1 k Gnnen wir eine Sylow 2-Untergruppe T, von 
H”Q wahlen mit T, a T E Syl,(C,(R)) und 1 T : T, 1 < 2. Das Frattini-Argu- 
ment zeigt N,(R) = C,(R) NNGtR)(T). 1st T < H, so ist z E Z(T) < Z(Q). Mit 
Lemma 1.1 folgt N,(T) < H, also die Behauptung. 1st jedoch T $ H, so 
ergibt sich mit der Operation von T auf Z( T,,) = Z(Q) und Lemma 1 .l ein 
Widerspruch. 
LEMMA 1.7. Sei C,(t) = CH(t) O(C,(t)) fiir de t G Z(Q)“. Sei z -x E 
C(Z(Q))\Q. Setxe H, = C,(x), Qz = F*(H,). Dann gelten die beiden folgenden 
Aussagen : 
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(a) Z(Q)<Hz,Z(Q)nQ,=l. 
(b) CH,(t) = CH,(x, t)fiir alle t E Z(Q)*. 
Beweis. (a) Sei also z N x E C,(Z(Q))\Q. Dann ist insbesondere Z(Q) < H, . 
Sei 1 # t E Z(Q) n Qz. Dann ist 1 Qz : CQz(t)j < 2. Weiter ist nach Vorausset- 
zung C&> < CH(t>O(C&)> und Q;2,-(2) G G(W~~,dG(t>> d PC(~) x 4)4- 
Wegen x$QO(C&t)) = O,,,,(C,(t)) gibt es somit in (Qn,-(2) x Z;,)Za eine 
Untergruppe isomorph zu D83, ein Widerspruch. Es folgt (a). 
(b) Sei also t E Z(Q)+, d ami nach Voraussetzung CH,(t) < CH(t) 0(&(t)). t 
Setze X = O(C,(t)) n H, . 
Wir nehmen zunachst X = 1 an. Jedes k E CH,(t) la& sich darstellen als 
R = ab mit a E CH(t) und b E O(C,(t)). Es folgt (ab)* = ab” # ab mit (ab)” E H, . 
Also liegt such (ub)-l(~b)~ = b-lb2 sowohl in O(C,(t)) als such in H, , damit 
in X = 1. Das liefert b = I, also die Behauptung. 
Sei nun X # I. Wir zeigen, da8 dies nicht mijglich ist. Setze A = XZ(Q). 
Es ist A < H, , X a A, A/X g Z(Q) und A n Q2e = 1. Also ist A isomorph 
zu einer Untergruppe von H/Q, 1 Z(Q)1 < 16 und 1 X l/i H 1,~/3~ . 5. Das 
Element z E A operiert fixpunktfrei auf X, weiter ist t E A mit [t, Xl = 1. Es ist 
mit C = Cal(a) weiter [C, Z(Q)] < Z(Q) n Qz = 1, also C < C,,(Z(Q)) < 
CH(t). Es folgt [C, A] = [C, X] < O(C,(t)) n Qz = 1. Also zentralisiert A 
die Gruppe C mit / C ; > (1 Q 1/2)l:” = 23(2 . ! Z(Q)I)l:z. 
Sei zunachst 5// X 1, also O,(X) # 1. Mit [t, x] = 1 ist / H/Q I2 = 27. 1st 
Z(Q) g E4 , so folgt H/Q g O,-(2), und Lemma 1.5 liefert einen Widerspruch. 
Also folgt 1 Z(Q)1 3 23. Mit [O,(X), Z(Q)] < O,(X) und Bemerkung (1) ist 
das nicht moglich. 
Somit ist X eine 3-Gruppe. Aus [t, X] = 1 folgt I X //33. Wir setzen Xi = 
X n HzQr. Sei 1 X / = 33 angenommen. Es folgt Xi < X und O,(H/Q) # 1. 
Da weiter z auf X fixpunktfrei operiert, ist H/Q z (Q,-(2) x Z,)Z, . Lemma 1.6 
liefert dann I Z(Q)1 3 16, also j A n HiQm / = 23 32. 1st Xi G E, , so liefert 
Bemerkung (3) einen Widerspruch zu / N,(X,)I, = 24. Es folgt Z, s 52,(X,) 4 A. 
1st also / x‘ 1 E (3, 32, 39, so ist stets entweder Xi z E, , oder in A existiert ein 
Normalteilcr X0 = (IJ) e 2,. 
Sei zunachst Xi g E9 . Nach Bemerkung (3) enthalt Xi ein Element vom 
Typ q oder ‘~i(~a~a , also liefert Bemerkung (6) ein q, E Xi mit j Co,(u,,)1/221 Z(Q)i. 
Mit [C, X] = 1 folgt / Z(Q)] > 8. Da nun auf Xi eine E, operiert, ist mit 
Bcmerkung (3) die Gruppe Xi vom Typ (01~) o(&. Somit opericrt Xi fixpunkt- 
frei auf $&/Z(Q), ein Widerspruch zu [C, X] = 1. 
Sei also schliel3lich X0 = (c> Q rZ, X0 z 2,. Sei zunachst Z(Q) g E4 . 
Lemma 1.5 liefert H/Q c -Q,-(2). Weiter liefert die fixpunktfreie Operation von 
z auf X, daB CI zu seinem Quadrat konjugiert, also nicht vom Typ ~i+aa ist. 
Mit [C, lu] = 1 ist g such nicht vom Typ 01~ wegen Co;z(o)(tii) = 1. Somit ist r 
vom Typ apaS . 
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Nach Bemerkung (3) ist (t, u, V) eine Sylow 2-Untergruppe von NHIQ((c+~a)), 
falls O,-(2) in H/Q involviert ist. Mit [Z(Q), X,,] # 1 operiert Z(Q) auf Q,/Z(Q%) 
wie eine der Gruppen Ri , i = l,..., 6, aufQ/Z(Q) mit RR, = (t, u), R, = (t, v), 
R, = (u, v), R, = (uv, tu), R, = (tv, u) und R, = (tu, v}. Beziiglich des 
symplektischen Skalarproduktes auf Q/Z(Q) ist jeder der RIume Co,zto)(Ri), 
i=l ,..., 6, gleich seinem eigenen Radikal, wahrend Ca,z(o~(+~s) nach Bemer- 
kung (6) ein Radikal der Dimension 0 als orthogonale Summe zweier hyperbo- 
lischer Ebenen besitzt. Es folgt 1 CQ,z(o)((~s~a)Ri)l < 22 fur i = l,..., 6, und 
damit 1 Co2(A)I < 22 1 Z(Q.JI. Ab er mit [C, A] = 1 und Z(Q) E E4 ist 1 C 1 3 25, 
ein Widerspruch. 
Es folgt 1 Z(Q)\ > 8Ist (J E H,“Qz , so ist wegen Z(Q) < NH,((a)) also wieder 
cr vom Typ c~s(~s , und ein unter NH,,* ((u>Q=/QJ geeignet Konjugiertes von 
(u)Z(Q)Qo/Qz operiert auf Qz/Z(Qz) wiz (~ysas, t, u, v) auf Q/Z(Q). Die ange- 
gebene Darstellung in Bemerkung (1) zeigt 1 Co,z(o)((~a~, t, u, v>)I = 2. 
Somit ist I Co, (A)j < 2 . j Z(Q&l, 
Sei also u $ H2Qz . 
ein Widerspruch zu [C, A] = 1 und ] C j 3 25. 
Der Fall 1 Z(Q)1 = 8 liefert dann wegen O,(H/Q) # 1 mit 
Lemma 1.6, da0 H/Q z L?,-(2) x 2, , ein Widerspruch zur fixpunktfreien 
Operation von z auf X0 = (u). Es bleibt 1 Z(Q)1 = 16. Dann zentralisiert uQ3: in 
HiQr/Qa: eine Untergruppe E, . Mit Bemerkung (3) ist also u vom Typ cz. 
Aber 01 operiert fixpunktfrei auf Q/Z(Q). W’ d re er ist das ein Widerspruch wegen 
[C, x] = 1, I C 1 > 2’j. Damit ist X = 1 und die Behauptung des Lemmas 
bewiesen. 
LEMMA 1.8. Es gibt stets ein t E Z(Q)” mit C,(t) > CH(t) 0(&(t)). 
Beweis. Wir nehmen an, da8 fiir alle t E Z(Q)* die Beziehung Cc(t) = 
CH(t) O(C,(t)) gilt. Mit Lemma 1.1 und Lemma 1.2 folgt dann, da13 es in 
C,(.Z(Q))\Q eine Involution x mit z N x gibt. Setze H, = C,(x), Qz = F*(H,) 
und H, = Hz/Q,. Mit Lemma 1.7 ist Z(Q) < H, und Z(Q) n Q2 = 1, also 
insbesondere / Z(Q)/ < 16, weiter ist CH,(t) = C,,(.s, t) fur alle t E Z(Q)“. 
Sei Z(Q) g E4 . D ann ist O,(H/Q) = I. 1st H/Q gg O,-(2), so folgt die 
Behauptung mit Lemma 1.5. Sei also H/Q g l&-(2). 
Wir setzen C = CH,(z) = iVH,(Z(Q)). Mit [Z(Q), H”] = 1 und H = H’ ist 
C = CHm(Z(Q)). Es wird nun eine einfache Abschatzung hergeleitet, die im 
folgenden immer wieder benutzt wird, urn Widerspriiche zu erzeugen. 
Sei dazu q eine Involution aus Z(Q). Mit Z(Q) n Q% = 1 ist also q f 1. Sei 
J, = (r E Z(Q), F - q in Hz}, sei weiter i, die Anzahl der G-Klassen von Involu- 
tionen in J, . Da H die Fusion in Z(Q) kontrolliert (Lemma 1.4), isti, die Anzahl 
der H-Klassen in J, . Setze ] C,(q)l = 2”9, m, eine ganze Zahl. Dann besitzt die 
Nebenklasse qQ2 offensichtlich hochstens 2 ma+l Involutionen. 1st weiter C, das 
volle Urbild von CR (4) in H, , so gilt die Abschatzung (1) 2 
j, . / c, : c,y(q)I < 2%+r. (1) 
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Mit 1 C, : C,z(q)( = ( Cq : CH,(q)[ ( Qz : Co&)l erhalt man 
j, - 1 c, : C&)1 < 2%+l--1, I Qz I = 2’. (2) 
Aus CQ&) G CQ~(Z@)) (L emma 1.7) erhalt man untere Schranken fiir ma , 
wahrend (2) obere Schranken liefert. 
Eine Vierergruppe aus H/Q g L&-(2) zentralisiert nach Bemerkung (5) in 
Q/Z(Q) Untergruppen der Ordnung hiichstens 24, mit j Z(Q)1 = 4 ist also 
m, < 6 fur alle p E Z(Q)@. 
Es ist / C 1 ein Teiler von I C,,(Z(Q))l, also 1 C /.J25. Weiter wird in H/Q z 
J&-(2) keine E4 von einer Gruppe der Ordnung 9 oder 5 zentralisiert, es folgt 
1 C 1/25 .3. Sei zunachst 3 kein Teiler der Ordnung von C. Enthalt z(Q) eine 
zentrale Involution p, so folgt mit (2) dann 2 * 32 < 22n2a-s, also mp > 7, ein 
Widerspruch. Somit besitzt Z(Q) d rei nichtzentrale Involutionen &, i = 1,2, 3. 
Mit N(Z(Q)) = C(Z(Q)) istj,+ = 3, 1 a so ergibt sich such in diesem Fall mit (2) 
der Widerspruch mpl 3 7. Es folgt 3/l C /. Sei (y) E Syl,(C). Da 7 in RX eine 
Untergruppe isomorph zu E4 zentralisiert, ist 7 vom Typ czr , und damit Z(Q) 
vom TYP <t, 4 E SY~~(CH,Q(~). I ns b esondere gibt es eine zentrale Involution q 
in Z(Q) mit j, = 2, q E Z(Q). Dann ergibt (2) die Abschtitzung 2.2.3 < 22mg-Q, 
also 2m, > 13, ein Widerspruch. Damit ist der Fall Z(Q) z E4 abgeschlossen. 
Sei Z(Q) g E, . 1st H/Q r (J&-(2) x Z,)Za , so folgt die Behauptung mit 
Lemma 1.6. Sei also H/Q isomorph zu einer der Gruppen G,-(2), O,-(2) oder 
J?-(2) x Z, . Wir setzen wieder C = CH,(z) = NH,(Z(Q)) und C’s = CHJZ(Q)), 
also C,, 4 C vom Index I, 2 oder 3. 
Wir zeigen zunachst, daB die Ordnung von C, nicht durch 3 teilbar ist. Es 
sei dazu also 3/l C,, 1 angenommen. Da O,-(2) keine Untergruppen isomorph 
zu Es x Z, besitzt, ist 1 C, )a = 3 und p$ = i7,’ x (Cs) mit (u) E SyI,(C,). Nach 
Voraussetzung ist [Z(QJ, u] # 1, weiter operiert 6 fixpunktfrei auf QJZ(QJ. 
Es folgt CH,(o) = A x (u) mit A/(x) g Q,-(2), also A g Sp(4,3) oder 
J&-(2) x Z, . Es ist Z(Q) < A und C,(z) = NA(Z(Q)), weiter ist jede Sylow 
2-Untergruppe von C,(z) in C,(Z(Q)) = A n C,, enthalten. Eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von A/(x) hat ein Zentrum der Ordnung 2. Mit Z(Q)(x)/(x) < 
Z(C,/(X)) hat (A n C,,)/(x> eine Sylow 2-Untergruppe der Ordnung hijchstens 
24, es folgt 1 C,(Z)~.J~~. Mit El6 s Z(Q)(x) < C,(z) hat C,(z) abelsche Sylow 
2-Untergruppen, ein Widerspruch zur bekannten Struktur von A. 
Somit ist C,, eine 2-Gruppe. Mit Z(Q) < Z(C,,) ist 1 C0 / ein Teiler von 25. 
Weiter enthalt Z(Q) n Hi eine Untergruppe isomorph zu E4 . Diese kann nach 
Bemerkung (5) in Q.JZ(Q2) nur Untergruppen der Ordnung hiichstens 24 
zentralisieren. Mit Co (z) = Co (Z(Q)) folgt 1 Co (.s)l ,< 1 Z(Q)/ . 24 = 2’. In 
der Abschatzung (2) g:lt also fiirille q E Z(Q)” damit mq < 7. 
Sei zunachst C,, abelsch, also 1 Cc, //24. Enthalt Z(Q) eine zentrale Involution q 
aus K , q E Z(Q), so folgt mit (2) in allen drei Fallen fiir p, die Abschatzung 
22 * 32 < 2smg--10, also der Widerspruch m, > 8. Somit enthalt Z(Q) n n: nur 
54 MICHAEL WESTER 
nichtzentrale Involutionen aus fl: . 1st O,(H/Q) = 1, so ist offensichtlich j, > 2 
fur q E Z(Q)“, 4 E Ri . 1st O,(H/Q) # 1, so ist Z(Q) < Ri , und es gilt j, 2 3 
fur alle q E Z(Q)*. Setze 1 Ca 1 = 2”, also K E {3,4}. Anwendung von (2) liefert die 
Abschatzung ( j, . 25 3 . / H : H’ I)/(1 C0 I . I H : H’ 1) < 22mq-10 und damit 
3i, < 22ma+k-15. Mit m, < 7 ist also 3j, < 2”-l. Mit j, > 2 ist k = 4, also j, = 2 
und mp = 7. Weiter bedeutet m, = 7, da8 Z(Q,J in Co liegt, d.h. Z(Q) < 
C(Z(Qe)). 1st C(Z(Qz)) = HiQ%, so folgt Z(Q) < i7;. und damit j, >, 3 fur 
q E Z(Q)*, ein Widerspruch. 1st jedoch C(Z(QJ) = H, , so ist j, >, 3 fur 
QE Z(Q) n p; , da H, die Fusion in Z(Q.J kontrolliert, das ist aber such nicht 
miiglich. Somit ist C,, nichtabelsch. 
Sei also Co nichtabelsch. Mit 1 Co //25 folgt I Co 1 = 25. Weiter ist mit E, z 
Z(Q) G Z(co) d ann ir, s O,-(2). Sei Co U Co(R) 4 S E Syl,(P%) mit K2 E Co , 
k $ Co . Es ist Z(Q) = Z(Co) und Z(s) E 2, , also Z(s) < Z(Q). Somit besitzt 
Z(Q) eine zentrale Involution a aus Rx , q E Z(Q). Mit 1 m) n gi I > 4 ist 
wieder m, < 7. Weiter ist 1 C : Co I < 2. Mit (2) folgt 2 . 32 < 22ma-10, also 
m, > 8. Das fiihrt den Fall Z(Q) s Es zum endgtiltigen Widerspruch. 
Sei schliel3lich Z(Q) g E,, . Sei wieder C = Nn,(Z(Q)) = CH,(z) und 
Co = CHz(Z(Q)), also C/C, < Z; . Dann ist Z(Q) eine Sylow 2-Untergruppe von 
Co , weiter ) Co //24 . 3 und 1 C \/25 . 32. Nach Bemerkung (2) ist entweder Z(Q) 
in Rl enthalten und damit vom Typ E, , oder Z(Q) n Ri z E, und Z(Q) ist 
vom Typ E, , E3 oder E4 . Nach bekanntem SchluB ist fur q E Z(Q)” wieder 
I ‘%#I G I CQ~(Z(Q))/ G z4 1 Z(Q)ls 1 a so m, < 8. Weiter ist wegen I Qz I = 212 
andererseits 1 CoS(~)j = 1 Co5(Z(Q))/ >, 26. 
Sei zunachst O,(H/Q) = 1. Es folgt / Co / = 24, 1 C l/2j. In Ei , i = I,..., 4, 
gibt es stets zentrale Involutionen aus O,-(2). Sei also q E Z(Q), so da0 (7 zentrale 
Involution aus Rz ist. Mit (2) folgt 22 . 3” < 2 2?nq-11, das liefert den Widerspruch 
m, > 9. 
Somit ist O,(H/Q) f  1, insbesondere ist C(Z(Q)) = H”Q. 1st Z(Q) vom 
Typ E2, E3 oder E4, so ist j CQz,z,Qo,(Z(Q))I = 4 nach Bemerkung (2). Mit 
I CQJZ(Q)>I 2 Z6 fob Z(QJ < c~.(z(Q)>~ also[Z(Q), Z(Qdl = LMit 
C(Z(QJ) = HiQe ist d as ein Widerspruch. Also ist Z(Q) vom Typ El, Z(Q) < 
Rz , und Z(Q) besitzt genau 5 Involutionen q, so da8 q zentral in H, ist. Fur ein 
solches q ist wegen N(Z(Q))/C(Z(Q)) < 2; dannj, > 2.Ist also j C0 / = 24 und 
damit 1 C //25 . 3, so folgt mit (2) die Abschatzung 2 . 22 . 32 < 22qna-11, d.h. 
m, > 9. 
Somit ist 1 Co / = 24 . 3, insbesondere Co < H,“Q$ = C(Z(Q.J). Mit 
1 C 1/25 ’ 32 und j, >, 2, @(Q)#, 4 zentral in n$ , liefert (2) dann m, > 8, d.h. 
m, = 8. Da I Coo/z~o,,(Z(Q))I = 24 ist, gilt Z(QJ < C(Z(Q)) = H”Q. Weiter 
ist [ C : Co 1 = 6, da im Fall 1 C : C,, 1 = 2 oder 3 die Abschatzung (2) wieder 
m, > 9 liefert. Wahle (T E H,“Q% und s E H, mit C = Co(s, a), (s)C,/C, s Z, , 
(cr)C,/C, E Zs und @Co = u2Co , also [u, s] E UC, . 
Sei s E H,“Q, = C(Z(Q=)). Mit Z(Q,) < H”Q, Z(Q2) n Q = 1 (siehe Lemma 
1.7) und [s, Z(Qz)] = 1 folgt s E C,(Z(Q3) < Z(Q5)Q. Wegen [Z(Qe), u] = 1 
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ist dann [a, s] EQ n UC, . 1st Q n uQ,, # $, so gibt es eine Sylow 3-Unter- 
gruppe (y) von C,, mit uQ N yQ unter H/Q. Dies ist ein Widerspruch, da 
Y E H”Q = C(Z(Q)) und u $ C(Z(Q)) ist. Mit Q n UC, = lir ist also die Annahme 
s E HiQz widerspriichlich, es folgt J E Rz/gi . 
Damit ist C%(S) g E, , also C%((“, 6)) s E4 . Also zerfallt die hIenge 
der Involutionen q E Z(Q) mit p zentral in i7, in G-Bahnen der Lange 3, 1, 1, 
d.h. j, > 3. Mit Abschatzung (2) folgt 3 22 . 3 < 22m~-11, d.h. m, > 9. Damit 
ist such der Fall Z(Q) g El6 zum Widerspruch gefiihrt und das Lemma 
bewiesen. 
Fur das Auffinden von Standarduntergruppen in G von entscheidender 
Bedeutung ist das folgende Lemma. 
LEMMA 1.9. Stets gibt es eine Hyperebene R in Z(Q) mit C,(R) > 
CH(W(CGW 
Beweis. Nach Lemma 1.8 gibt es stets eine Involution t in Z(Q) mit Cc(t) > 
C,,(t) O(C,(t)). Sei X = {S ,< Z(Q) : C,(S) > C,(S) O(Cc(S))}. Mit (t) E % 
ist 3 # ,0. Beziiglich der Untergruppenrelation < besitzt 5?” also ein maximales 
Element R. Mit C,(Z(Q)) = C,(Z(Q)) ist R < Z(Q), z $ R. 
Wir nehmen an, da8 1 Z(Q) : R ) > 2 ist, also R keine Hyperebene von Z(Q) 
ist. Setze Gi = C,(R)/R, zi = zR, HI = Cc,(zi) und Qi = F*(H,). Dann ist 
HI = Cc,(R~lR(~R) = (N,(zR) n C,(R))/R. Nach Lemma 1.1 ist z” n Z(Q) = 
{x}, es folgt HI = C,((.z)R)/R = C,(R)/R. Es ist H”Q < C,(Z(Q)) < C,(R), 
zr # Z*(G,) wegen R E.% und Z(QJ > (zi) wegen / Z(Q) : R 1 > 2. Sei weiter 
O,(H,/Q,,) f  1. Dann ist O,(H/Q) # 1 und [O,(H/Q), Z(Q)] # 1. hIit HI = 
C,(R)/R ist [O,(H/Q), R] = 1, also ist 
PdH/Q), Z(QJl = P,W/Q), ZtQYRl z 1. 
Damit treffen die Voraussetzungen von Satz C auf (Gi , HI , zJ zu. 
Mit Lemma 1.8 gibt es also ein t, E Z(QJ# mit Cc,(t,) > CHl(tl) O(CGl(t,)). 
Sei t, E Z(Q) mit t, = toR. Wir haben Cc,(t,) = CC.(R),R(tOR) = (Nc(toR) n 
C,(R))/R und entsprechend CHl(tl) = GH(R),R(t,,R) = (N,(t,R) n C&R))IR. 
Weiter ist offenbar (N,(t,R) n C,(R))/C,((t,JR) eine 2-Gruppe und R eine 
2-Untergruppe im Zentrum von (N,(t,R) n C,(R)). Damit folgt O(CGl(t,)) = 
~((K&R) n G(R))IR) = 0(&W) n WWIR = 0G((W))W. 
Mit R, = R(tJ folgt die Ungleichung 
Mit Lemma 1.7.a folgt NG(tUR) n C,(R) < N,(R,) = C,(R,J N,(R,). 
Damit folgt N,(t,R) n C,(R) = C,(R,)(N,(t,R) n C,(R)). Da R in% maximal 
gewahlt war, ist C,(R,) = C,(R,) O(C,(R,,)). Somit ist N,(t,R) n C,(R) = 
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C,(&) O(C&,))(N&R) n C,(R)). Mit C&C,) d N&,R) n G(R) ist das 
ein Widerspruch zu (I), der von der Annahme 1 Z(Q) : R 1 > 2 herriihrt. Damit 
ist R bereits eine Hyperebene von Z(Q). 
2. DER BEWEIS DES SATZES C 
Die beiden folgenden Lemmata dienen der Induktionsverankerung. 
LEMMA 2.1. Sei O,(H/Q) = 1 und Z(Q) r E4 . Dunn ist G E M(22) oder es 
gibt einen Normalteiler G,, in G mit 1 G : G,, 1 < 2, Z, z Z(G) < G,, , Go/Z(G) s 
U,(2) und G/Z(G) < Aut( U,(2)). 
Beweis. Mit Lemma 1.5 kijnnen wir H/Q g Q,-(2) annehmen. Weiter gibt 
es mit Lemma 1.7 ein t E Z(Q)” mit C,(t) > CH(t) 0(&(t)). Setze (ti = 
Go 3 = z(t) und & = C~j(3). Dann erfiillt (0, 5, 3) die Vorausset- 
zungen von Satz l.a, es folgt also 8 G Us(%). 1st C,(t) eine schursche Erwei- 
terung von Z, durch U,(2), so betrachte einen minimalen Normalteiler N von G. 
Sei zunachst N eine elementar-abelsche p-Gruppe. Nach Lemma 1.3 ist. 
O(G) = 1, also p = 2. Insbesondere ist 1 # C,,,(t) Q C,(t), also C,..,(t) = (t). 
Damit ist N = (t) und G = C,(t) hat die gefordete Gestalt. Sei nun N ein 
direktes Produkt isomorpher einfacher Gruppen. Wieder ist 1 # C,(t) 4 C,(t), 
also C*(t) = Cc(t). Die Struktur einer Sylow 2-Untergruppe von Cc(t) zeigt die 
Einfachheit von N. Mit Satz 2 ist N z M(22), also (H n N)/(Q n N) s O,-(2), 
ein Widerspruch. 
Sei nun C,(t) = (t) x U, U E U,(2). Mit H < CG(t) enthalt C,(t) eine 
Sylow 2-Untergruppe T von G, also ist mit Lemma 4 t $ G’. Es folgt C,(z) c 
H/(t), nach Satz 1.a ist somit G’ G U,(2), d.h. G’ = U, G = NG(CG(U)) = 
No((O) = (0 x u. 
LEMMA 2.2. Sei O,(H/Q) $1 1 und Z(Q) s EB . Dunn ist G g M(23) oder es 
gibt einen Normalteiler G,, in G mit 3// G : Go l/6, E., s O,(G) < G, , G,,/O,(G) g 
U,(2), Z(G) = 1 und G/O,(G) < Aut(U,(2)). 
Beweis. Mit Lemma 1.6 konnen wir H/Q s G,-(2) x Z, annehmen. Weiter 
gibt es mit Lemma 1.8 eine Hyperebene R in Z(Q) mit C,(R) > C,(R)O(C,(R)). 
Setze 8 = C,(R)/R,3 = zR, und 8 = C%(3). Dann erftillt (Q, !jj, 3) die 
Voraussetzungen von Satz l.a, beachte hierbei [R, O,(H/Q)] # 1, es folgt 
6 g U,(2). 
Sei Y  eine Involution aus R. Wir wollen zeigen C,(r) = C,(R). Setze dazu 
6, = G(r)l<r>, 31 = Z(Y) und i% = Cs,(3i), D1 = F*(h). Mit I Z(Q)1 = 4 
und $&/a, g G,-(2) erftillt (8, , $i , 3i) die Voraussetzungen von Lemma 2.1, 
es folgt S,/Z(S,) E u&2), dh. C,(r)/Z(C,(r)) s U,(2), Z(G(y)) s 4. 
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Damit ist C,(r) = C,(R) fur alle r E R#. Setze A = C,(R)‘, K = C,(A). Mit 
.a E A ist K = C,(A) = R, also ist K tightly embedded in G. Weiter ist N,(A) < 
N’,(K) < N,(C,(R)‘) = N,(A). Mit A/Z(A) g us(2) ist also A eine Standard- 
untergruppe in G mit m,(C,(A)) > 1. Satz 3 liefert also G = N,(A) = N,(R) = 
C,(R) N,(R). SchlieDlich ist wegen O,(H/Q) # 1 such 3 ein Teiler von 
N,(R)/C,(R). Mit G,, = C,(R) sind die Behauptungen des Lemmas erfiillt. 
Im Verlauf der Induktion werden in G Zentralisatoren C = C,(r) von 
Involutionen Y  auftauchen mit C/Z(C) g M(22) oder M(23), Z(C) < Z(Q). Die 
beiden folgenden Lemmata bestimmen G in diesem Fall. 
LEMMA 2.3. Sei r eine Involution aus Z(Q) und C = Cc(y). Sei K = Z(C) < 
Z(Q) mit C/Kg M(23). Dunn ist G = C. 
Beweis. Wir fiihren den Beweis mit einer Induktion nach ) K /. Es ist offenbar 
x $ K. Mit Lemma 1.1 ist C&z)/K = C,,,(zK), also gilt H < C, H/Q g 
Gw) x -w, . 
Sei / K / = 2. Der Schurmultiplikator von M(23) ist trivial, d.h. C = 
<r> x M, ME M(23). Mit 1 C 1s = / G 1s und Lemma 4 ist r $ G’. Es ist 
M < G’ und C,,(z) G H/(r), also ist G’ s M(23) nach Lemma 1.6. Damit 
folgt G’ = M, G = N,(M) = M x Cc(M) = M x (I) = C unter Beachtung 
von Aut(M) = M. 
Sei nun / K I > 2. Wir nehmen an, daD C,(K) = C,(K) fiir alle R E K# gilt. 
Dann ist K tightly embedded in G. Setze A = C’, also A z M(23). ES ist 
C,(A) = C,(A) = K und N,(A) < N,(K) = C,(K) N,(K) = C < N,(A). 
Also ist A Standarduntergruppe in G. Mit Satz 3, Lemma 1.3 und 1 K 1 > 2 ist 
G = N,(A) = C. 
Sei nun C,(k) > C,(K) fur ein /Z E K#. Per Induktion ist dann C,(K)/(K) = 
CCG~k~,~R~(K/(K)) < (N,(K) n C,(K))/(K). Mit Lemma 1.7.a ist N,(K) = 
C,(K)N,(K) = C, das ist ein Widerspruch. 
LEMMA 2.4. Sei Y eine Involution aus Z(Q) und C = CG(r). Sei K = Z(C) < 
Z(Q) mit C/Kg M(22). D ann ist G = C, oder es ist Z(G) eine Untergruppe vom 
Index 2 in K mit G/Z(G) E M(23). 
Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 2.3. Mit 
C&x)/K = C,,,(zK) ist ( H : (H n C)[ < 3 und (H n C)/Q s O,(2). 
Sei j K [ = 2. Sei zunachst C eine schursche Erweiterung von K = (r) durch 
C/K e M(22). Sei N ein minimaler Normalteiler von G. Mit O(G) = 1 und 
C,(r)/(r) r M(22) ist N = (Y) oder C&(Y) < N. Der erste Fall liefert G = C. 
Im zweiten Fall ist N einfach, also Nr M(23) nach Satz 2. Es folgt G = 
N x C,(N) = N, Z(G) = 1. 
Sei nun C = (r) x M, M g M(22). Da C eine Sylow 2-Untergruppe von H 
enthalt, ist / C I2 = [ G I2 . Mit Lemma 4 ist r 6 G’. Mit M < G’ und C,,(z) g 
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H/(r), Z(Q)/(r> E E4 liefert Lemma 1.5 G’ = M z M(22). Da G’ x (Y) 
bereits eine Sylow 2-Untergruppe von G enthalt, folgt mit 
/ Aut(M(22)) : M(22)I = 2 
dann G = N,(M) = M x C,(M) = M x (Y) = C. 
Es bleibt der Fall / K 1 > 2 zu untersuchen. Sei zunachst wieder C,(k) = 
C,(K) fur alle K E K# angenommen. Dann ist K tightly embedded in G. Setze 
A = c’, also A/Z(A) g M(22). Es ist Cc(A) = C,(A) = K und N,(A) < 
N,(K) = C,(K) N,(K) und N,(K) < N,(C,(K)‘) = N,(A). Also ist wieder 
A Standarduntergruppe in G. Mit Satz 3 ist G = No(A) = C,(K) N,(K) = 
CN,(K). 1st aber N,(K) < C, so folgt j N,(K)/C,(K)I = 3 und damit G/K E 
M(22) x 2,) ein Widerspruch zur Struktur von H. 
Sei schlieBlich C,(K) > C,(K) f” ur ein K E K#. Per Induktion folgt C,(k)/(k) = 
CCG(k),&K/(h)) oder C,(K)/Z(C,(K)) s M(23). Im ersten Fall ergibt sich 
C,(k) < N,(K). Wie oben ist aber N,(K) = C,(K) = C, ein Widerspruch. 
Da im zweiten Fall die Gruppe 2(&(t)) per Induktion in Z(Q) liegt, konnen wir 
das Lemma 2.3 anwenden, das G = C,(K) liefert. Damit ist das Lemma bewiesen. 
Mit bisherigen Ergebnissen und Beweismethoden kann jetzt Satz C bewiesen 
werden. Beweistechnisch empfiehlt sich hierbei, die Falle O,(H/Q) =z 1 bzw. # I 
getrennt zu behandeln. 
SATZ 2.5. Sei O,(H/Q) = 1 und 1 Z(Q)1 = 2n+1, n > 1. Dunn liegt einev der 
beiden folgenden Fiille VOY: 
(a) G/O,(G) g M(22), O,(G) = Z(G) e EZn-l . 
(b) G enthiilt einen Normalteiler G, mit O,(G) < G,, , G,,/O,(G) g 
U,(2), ( G : G, / < 2 und G/O,(G) < Aut(U,(2)). Weiter ist Z(G,) = O,(G) g 
E,n. 
Beweis. Fur n = 1 ist die Behauptung mit Lemma 2.1 bewiesen. Sei also 
n > 1. Lemma 1.9 liefert eine Hyperebene R in Z(Q) mit C,(R) > 
C,(R) O(C,(R)). Setze 6 = C,(R)/R, 3 = ZR und Js = C’s(3). Dann erfiillt 
(6, 5, 3) die Voraussetzungen von Satz 1 .a, also gilt 6’ z U,(2), 1 Q : 6’ I < 2. 
Setze A = C,(R)‘, also ist A/Z(A) g ua(2). 
Es sei zunachst C,(Y) < N,(R) f” ur a 11 e r E R+. Setze K = C,(.4). Mit z E A 
ist K = R. Sei x eine Involution aus K n Kg fiir ein g E G, also x = yg, y  E I<. 
Mit Lemma 1.7.a ist N,(R) = C,(R) N,(R). Es folgt R = O,(C,(x)) = 
O,(C,( y)), also g E N,(R) und damit K = Kg. Somit ist K tightly embedded in 
G. Weiter ist N,(A) < IV,(K) = N,(R) < N,(C,(R)‘) = N,(A). Also ist A 
eine Standarduntergruppe in G. Mit Lemma 1.3 und Satz 3 ist damit entweder 
1 K I = 2 oder G = N,(A). Der erste Fall verletzt die Annahme n > 1, wahrend 
der zweite Fall mit N,(A) = N,(R) = C,(R) NH(R) zur Behauptung (b) fiihrt. 
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Sei nun C,(r) $ N,(R) f  ur ein r E R#. Setze 8, = C,(r)/(r>, 3i = Z(Y) und 
$Jr = C,1(31). Dann erftillt wieder (8,) $3r, 3r) alle Voraussetzungen von 
Satz C. Setze C = C,(r). Per Induktion ist entweder C/Z(C) g IM(22) und 
EZnel c Z(C) < C,(H’) = Z(Q), oder C/O,(C) enthalt einen Normalteiler 
vom Index ~2 isomorph zu U,(2). Der zweite Fall ftihrt also mit 1 C : C,(R)1 < 2 
zu dem Widerspruch C < N,(R). Mit L emma 2.4 fuhrt der erste Fall zu 
C = C! also zur Behauptung (a), oder zu G/Z(G) z M(23), was wegen 
O,(H/Q) = 1 und H/Z(G) = c,,z(,~(zZ(G)) nicht miiglich ist. 
Analog wird der Fall O,(H/Q) # 1 behandelt. 
SATZ 2.6. Sei O,(H/Q) # 1 und / Z(Q)] = 2n+1, n 3 2. Dam liegt einm der 
beiden folgenden Fiille Z’OY: 
(a) G/O,(G) e M(23), O,(G) = Z(G) z E,,-, . 
(b) G enthiilt einen Normalteiler G,, mit O,(G) < G0 , G,,/O,(G) e U,(2), 
3/j G : G, i/6 zrnd G/O,(G) < Aut(Ua(2)). Weitm ist Z(G,) = O,(G) z E,n. 
Bezceis. Fur n = 2 ist die Behauptung mit Lemma 2.2 bewiesen. Sei also 
n > 2. Lemma 1.9 sichert wieder die Existenz einer Hyperebene R in Z(Q) mit 
G(R) >a C,(R) O(C,(R)). Setze A = C,(R)‘. Wie in Satz 2.5 ist A/Z(A) s 
~r6i,(2). 
Sei zunachst C,(r) ,( N,(R) f” ur a 11 e r E R+. Wie im Beweis des vorangegan- 
genen Satzes ist A Standarduntergruppe in G und damit G = N,(A) = N,(R), 
insbesondere R 4 H und 3/l N,(A)/A I. Das ist Behauptung (b). 
Sei nun C = C,(r) 4 N,(R) fur ein r E R#. Sei wieder Q, = C,(r)/(r), 
j1 = z(r) und $,, = C,l(3,), sei weiter Qr = F*(!&). 
1st O,(!+j,,/Q,) = I, so ist mit Satz 2.5 entweder C/Z(C) z IM(22), Z(C) < 
C,(H”) = Z(Q), oder C/O,(C) b t t esi z einen Normalteiler vom Index <2 
isomorph zu U,(2). Der zweite Fall liefert C < NG(R), also einen Widerspruch. 
Mit Lemma 2.4 ist im zweiten Fall G/Z(G) s N1(23), Z(G) = O,(G), also G wie 
in (a) behauptet; G = C ist unmijglich wegen O,(H/Q) # 1. 
Sei schlieRlich O,(J3i/Q,) # 1. Per Induktion ist dann C/Z(C) g M(23), 
Z(C) < Z(Q), oder die Annahme C < N,(R) ist verletzt. Lemma 2.3 sagt 
G = C, das ist Behauptung (a). Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 
Die Zusammenfassung von Satz 2.5 und Satz 2.6 liefert schlierjlich die 
Aussage von Satz C. 
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